Kapitola 9

LINEARNI ALGEBRA

Na stfedni $kole se pracuje s vektorem jako s orientovanou useckou nebo jako s fyzikalni ve-
li¢inou, ktera ma urcitou velikost, smér a orientaci. V této kapitole budeme definovat vektory
jako usporadané mnoziny n ¢isel, které jsou prvky tzv. vektorového prostoru. Pomoci vektortii
vytvofime nové algebraické struktury - matice a determinanty a ukadzeme si jejich vyuziti
k efektivnimu feSeni soustav linearnich rovnic. Tato partie matematiky, kterou nazyvame li-
nearni algebrou, mé celou fadu uzitecnych aplikaci. Jednou z nich je napiiklad linearni pro-
gramovani, vyuzivané pro feseni uloh ekonomického charakteru.

9.1 Vektor, linearni zavislost a nezavislost vektoru

Vektor

Definice 9.1.: Algebraickym vektorem a nazyvame uspofadanou mnozinu n € N redlnych

¢isel (a,,a,,...,a,). PiSeme a=(q,,a,,...,a,).

Poznamka: Cisla a,,a,,...,a, nazyvime soufadnice vektoru, ¢islo n dimenzi nebo rozmérem
vektoru.
Vsechny operace S vektory, které jste na stiedni $kole provadéli s vektory dimenze 2 a 3, je

mozné roz§ifit 1 na vektory dimenze n.
Operace s vektory

Definice 9.2.: Souétem vektort a=(a,,a,,...,a,),b=(b,b,,...b ), které maji stejnou di-
menzi, je vektor ¢ téZze dimenze, definovany vztahem
¢=da+b=(a +b,a, +b,,..a,+b).

Souc¢inem vektoru a = (q,,a,,...,a,) acisla k R je vektor
ka=(ka ,ka,,.. ka,).

Opaénym vektorem K vektoru a =(q,,a,,...,a,) nazyvame vektor
—a=(-a,,—a,,..,—a,).

Rozdilem vektorti @ = (a,,a, ,....a,), b=(b,,b,,...,b,) je vektor

¢=a-b=a+(-b)=(a,—b,a,~b,,...a,—b).
Nulovym vektorem nazyvame vektor o = (0,0,...,0).
Skalarni soucin vektorti a =(a,,a, ,...,a,), b= (b;,b,,...,b,) je cislo

ab=a.b +a,b,+..+a,b,.
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Piiklad 9.1.

Vypogitejte vektor a =3b—2¢ a skalarni soucin ab, jsou-li zadané vektory b =(2,-3,5),
¢=(-1,23)..

ReSeni: a=3(2,-3,5)—2(-1,2,3) = (6,-9,15) - (-2,4,6) = (8,~13,9),

ab =(8,-13,9).(2-3,5) =8.2+(-13).(-3) +9.5 =16 + 39+ 45 =100 .

Linearni vektorovy prostor

Definice 9.3.: Mnozina n-rozmérnych vektorQ, na niz je definovano secitani vektor a naso-

beni vektoru redlnym Cislem, se nazyva n-rozmérny linedrni vektorovy prostor V , jestlize do

ni spoleéné s libovolnymi vektory a,beV, patii také vektory a+ba ka(k R je libovolna
konstanta).

Linearni kombinace vektora

Definice 9.4.: Uvazujme vektory v,,V,,..,v, €V, .
Kazdy vektor v=c¢,.V,+¢,.V, +..+¢,.V,, kde ¢, eR jsou konstanty, nazyvame linearni

kombinaci danych k vektori.

Napiiklad vektor v =(-8,12,2) je linearni kombinaci vektora v, =(2,3,1) a v, =(4,-2,0).
Existuji totiz konstanty ¢, =2 a ¢, = -3 tak, ze plati:

v=2v,-3v, =2(2,3,1)-3(4,-2,0) = (4,6,2) — (12,-6,0) = (-8,12,2) .
Navod, jak tyto konstanty najit, dava nasledujici ptiklad.
Priklad 9.2.
Vyjadrete vektor v = (3,1) jako linearni kombinaci vektort v, a v, , kde v, =(1,2), v, = (1,1).
ReSeni: Podle definice 9.4. musime najit (pokud existuji) takové realna &isla c,,c, , pro ktera
plati Vv=c,.v, +¢,.v,. Po dosazeni soufadnic vektori v,v,,v, do této rovnice dostaneme
(3.)) =¢,.(1,2) + ¢, (L1). Porovnanim ptislusnych soufadnic na obou stranach rovnice vznikne

soustava dvou linearnich rovnic o dvou neznamych

¢ + ¢, =3
2¢, + ¢, =1
Jejim feSenim jsou konstanty ¢, = -2, ¢, =5.

Zavislost a nezavislost vektora

Definice 9.5.: Je-li mozné asponn jeden z vektord Vv,,Vv,,...,v, €V, vyjadfit jako linedrni
kombinaci ostatnich vektord, fikame, ze vektory v,,V,,...,v, JSOU linearn¢ zavislé.
Neni-li mozné zadny z vektorti v,,V,,...,v, vyjadfit jako linearni kombinaci ostatnich vekto-

ra, fikame, Ze tyto vektory jsou linearné nezavislé.

Poznamka: Nenulové vektory Vv,,V,,...,v, €V, jsou linearné nezavislé, plati-li rovnost

€.V, +¢,.V, +.tc,.V, =0 jen pro ¢, =c, =...=c¢, =0. Pokud uvedena rovnost plati, pfi-
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c¢emz aspoi jedna konstanta ¢, je rizna od nuly, jsou vektory v,,V,,...,v, €V, linearn¢ za-
vislé. Dva vektory v,,v, jsou ziejmée linearn¢ zavislé, pravé kdyz plati v, =k.v,.

Piiklad 9.3.

Rozhodnéte, zda jsou vektory v, =(-1,-2,0), v, =(3,0,1), v, =(2,—1,1) linearné zavislé ne-
bo linearn¢ nezavislé.

ReSeni: Pokud najdeme konstanty c,,c,,c; , Z nichZ alespofi jedna je rtizna od nuly, pro které
plati rovnost c¢,.v, +¢,.V, +¢;.V, =0, znamena to, ze zadané vektory jsou linedrné zavislé.
Pokud tato rovnost bude platit jen pro ¢, = ¢, = ¢, =0, jsou vektory linearné nezavislé.

Po dosazeni souiadnic danych vektort dostaneme rovnici
¢,.(-1,-2,0) +¢,.(3,0,1) + ¢;.(2,-1,1) = (0,0,0) .
Porovnanim soufadnic vektorti na obou stran rovnice vznikne soustava tfi rovnic o tfi nezna-

mych
-¢ + 3¢, + 2¢; =0
-2¢, - ¢ = 0.
c, + ¢ =0

Soustavy ma jediné feSeni ¢, = ¢, = c; = 0. Dané vektory jsou proto linearn€ nezavislé.

V prostoru V, miize byt maximalné n linedrn¢ nezavislych vektord. Tedy kazda soustava
n+1 vektorti prostoru V, bude linearné zavisla. Na zaklad¢ této skutecnosti budeme defino-

vat maximalni skupinu linearn¢ nezavislych vektorti daného vektorového prostoru a nazveme
ji bazi.

I*1Baze vektorového prostoru

Definice 9.6.: Bazi vektorového prostoru V, nazyvame kazdou skupinu n linearné nezavislych

vektori v, eV, .

Kazdy vektor prostoru V, 1ze vyjadfit jako linearni kombinaci vektort baze.

Vektory v, =(1,0,0), v, =(0,1,0), v, =(0,0,1) tvoii bazi vektorového prostoru V,, nebot
dana trojice vektord je zfejmé linearné nezavisla. Kazdy dalsi vektor z tohoto prostoru by se
dal vytvofit jako linearni kombinace vektorti v,,v,,V, (napf.u =(2,-3,1) =2.v, —=3.v, +V,).
Ulohy 9.1.

1. Uréete vektor d =a—3b +2¢, je-li dano a=(5,6,3,1), b=(3,1,-2,0),¢=(-1,0,2,2).

2. Vypoéitejte skalarni soucin a.b, jsou-li dany vektory a = (1,
b =(—%,%,—g, -2,0, 1).

3. Najdéte soufadnici n vektorti a = (l, n,4,— 3), b= (n, 3,—-1, n) tak, aby skalarni soucin
ab=11.

4. Vyjadiete vektor v jako linearni kombinaci vektort v,, v,, je-li dano:

a) v=(21,-1),v, =(-3,2),v, =(5,1),

) V= (4,31, =(,-1) %, = (£3,3),
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) v=_(5-41),v,=02,-1,1)v, =(1,1,2),

d) v=(2,4,1,v,=(3,1,2),v, =(-1,2,1).

5. Vyjadrete vektor b jako linearni kombinaci vektori a,,a,,a,,je-li dano:
a)b=(,-2,5),a, =(1,1,1),a, =(1,2,3),a, =(2,-1,1),

b) b=(4,1,4),a,=(3,0,3),3a, =(2,0,2),a, =(1,1,1),
c)b=(-4,-2,-3)a,=(,-2,1,3, =(8,4,6),3a, =(2,-1,0).

6. Dokazte, Ze vektory v, = (l, 0, 0), vV, = (0, 1, O), v, = (0, 0, 1) jsou linearn¢ nezavislé.
7. Rozhodnéte, zda dané vektory jsou linearné zavislé ¢i nezavislé:

a) (3,1),(0,1), b) (-2,6),(1,-3),¢) (-1,-2,0),(3,0,2), (2, -1,1),

d) (2,1,0),(0,1,2), (4,1, -2),(1,1,1),e)(1,0,-1,0),(0,1,1, -1),(2,3,1, - 3),
f) (14,3,57),(0,25,1)(0,0,2 -1),(0,0,0,5).

8. Pro které &islo k e R plati, ze vektory (2,3, —4), (1, k, 3), (3, k, — 2) jsou
linearn¢ nezavislé?

Vysledky uloh 9.1.

1. d=(-6,3,13,5),2. a.b = %5 , 3. n=15, 4. a) v=-2V, +3V,, b) vektor v nelze vyjadtit

jako linearni kombinaci vektora v,, v,, c)v=23v, —Vv,, d) vektor v nelze vyjadfit jako line-
arni kombinaci vektort v,, v, .
5.a) b=—6a, + 34, + 24,, b) existuje nekone¢n& mnoho takovych linearnich kombinaci,

- 1.
c) b= —Eaz, 7. a) nezavislé, b) zavislé, c) nezavislé, d) zavislé, e) zavislé, f) nezavislé.

8. k=165.
9.2 Matice
Matice

Definice 9.7.: Matici A typu m/n, kde m,n € N, nazyvame m.n realnych ¢isel a;, sestavenych
do m tadkd a n sloupct ve tvaru

ay  4p . 4y,
A= a?l azz a2n
aml amZ amn

Prvni index i zna¢i fadek a druhy index j sloupec, ve kterém prvek a lezi. Prvky a,, které

maji stejné indexy, tvoii hlavni diagonalu matice. Radky a sloupce budeme spoleéné nazyvat
fady. Matice zna¢ime velkymi pismeny A, B, C,... .

Druhy matic
e (tvercova matice fadu n je matice typu n/n,
e obdélnikova matice typu m/n je matice, pro kterou plati m=n ,
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e transponovana matice k matici A je matice, ktera vznikne z matice A zaménou radku za
sloupce pti zachovani jejich pofadi; znac¢ime ji A",

e jednotkova matice fadu n je Ctvercova matice, kterda ma na hlavni diagonale samé jednicky
a vSude jinde samé nuly; znacime ji I, pfipadné I,

e stupfiova matice je matice, jejiz kazdy nasledujici faddek mé na zacatku alespon o jednu
nulu vice nez fadek ptedchozi.

Matice A je rovna matici B, jsou-li obé matice stejného typu m/n a pro jejich prvky plati

a; =b,, Vi=L2,...m, j=12,...n. PiSeme A =B.

i]’1

Operace s maticemi
Souc¢tem (rozdilem) matic A a B, které jsou stejného typu, je matice C, téhoz typu, pro jejiz
prvky plati ¢, =a; +b,. PiSemeC=A+B (C=A-B).

Sou¢inem ¢isla k€ R a matice A je matice B t¢hoz typu, pro jejiz prvky plati b; =k.a;.
PiSeme B=FL.A.

Sou¢inem matice A typu m/n a matice B typu n/p je matice C typu m/p, pro jejiz prvky plati

¢, = a, b, =d,b, (jde o skalarni sou¢in fadku i matice A a sloupce j matice B). Piseme
k=1

C=A-B.
Soucin matic neni komutativni, tedy obecné¢ A-B=B-A.

Poznamka: Pokud je ndsobeni definovano, plati pro libovolna £,/ e R :

A-1=1-A=A, A-B-CO)=(A-B)-C,
(k+1)-A=k-A+1]-A, k-(A+B)=k-A+k-B, A-B+C)=A-B+A-C,
B+C)-A=B-A+C-A.
Priklad 9.4.
, , 2 3 3 -1
Jsou dany matice A = , B= :
-3 4 2 0

Vypoditejte matice C=3A, D=2B—-A" +4I, E=A.B.

2 3 6 9
ReSeni: C=3- = ,
—3 4) -9 12
3 -1) (2 3\ (1 0) (6 =2\ (2 =3\ (4 0) (8 1
D=2 — +4 = - + = ,
2 0) (=3 4 01/ |4 o 3 4 0 4/ (1 0

apo( 2 33 (23432 2(D+30)_(12 -2
Tol=3 4/l2 0) |=33+42 -3.(D+40) (-1 3 )

Priklad 9.5.
2 0 1 -1 -1 1
Urcete matici X tak, aby platiloX+B-A=3-A, pokudA=(-1 1 -2 B=|-3 2 0}
1 2 3 1 1 1

ReSeni: Nejprve vyjadiime matici X ze zadané rovnice X=3-A—-B-A.
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Dale provadime operace s maticemi:

2 0 1 6 0 3
3-A=3-1-1 1 =-2|=|-3 3 -6/,
1 2 3 3 6 9

Pro ndsobeni matic je mozné pouzit nasledujici pomuicku: do tabulky, ktera ma 4 pole, napi-
Seme vpravo nahoru druhého Cinitele (v naSem priklad¢é matici A), vlevo dola prvniho Cinitele
(v nasem ptiklad¢ matici B). Vpravo dole pak bude vysledna matice B- A, jejiz prvky ziska-
me jako skalarni souc¢iny fadku a sloupcti, na jejichz prisecicich prvek vysledné matice lezi.

2 0 1
-1 1 -2
-1 -1 1)(2 0 1
2 3
B-A=|-3 2 0]|-1 1 -2]=
-1 -1 1]0 1 4
1 1 1)1 2 3
-3 2 0]|-8 2 -7=B-A
1 1 1|2 3 2

Rovnici X+B-A =3- A vyhovuje matice:
6 0 3 0 1 4 6 -1 -1
X=3-A-B-A=|-3 3 -6|-|-8 2 -7|=|5 1 1
3 6 9 2 3 2 1 3 7

Radky matice miizeme povaZovat za vektory, zapsané pod sebou. Charakteristikou matice,
kterd bude hrat v dalSich tivah4ch velmi dilezitou tlohu, je Cislo, které vyjadiuje pocet takto
chapanych vektort, které jsou linearné nezavislé.

Hodnost matice

Definice 9.8.: Hodnost matice A udava maximalni pocet linearné nezavislych tadku této ma-
tice. Hodnost matice A znacime symbolem A(A).

Dv¢ matice, které maji stejnou hodnost, se nazyvaji ekvivalentni a piSeme A ~B.

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze plati #(A)=h(A"), mizeme v definici nahradit pojem T4-
dek pojmem sloupec.
Naptiklad hodnost #(A) matice

1 2 3 -3

-1 -2 -3 3
A=

2 4 6 -6

0 0 0 1

je zteymé 2, protoze 1. a 4. fadek jsou linedrné nezévisleé, a 2. resp. 3. fadek dostaneme z 1.
fadku vynasobenim ¢islem -1, resp. 2.

Vétsinou vSak neni mozné hodnost matice urcit pfimo ze zadané matice.
K vypoctu hodnosti pak pouzivame nasledujici vetu.

Véta o hodnosti stupiiové matice
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Véta 9.9.: Hodnost matice ve stupniovém tvaru je rovna poctu nenulovych fadka této matice
(= poctu fadki, které neobsahuji samé nuly).

Pti urCovéani hodnosti musime tedy matici nejprve upravit na stupnovy tvar. K tomu pouziva-
me tzv. ekvivalentni Gpravy. Jsou to nasledujici ipravy, které neméni hodnost matice:

e transponovani matice,

e vymeéna fadki,

e nasobeni fadku nenulovym realnym Cislem K,

e pficteni k-nasobku (& # 0) nékterého tadku k jinému fadku,

e vynechani fadku, ktery obsahuje samé nuly,

e vynechani fadku, ktery je linearni kombinaci ostatnich fadki.

Uvedené upravy je mozné bez zmeény hodnosti provadeét i se sloupci.

Priklad 9.6.
1 5 -1 2
] 4 2 1 1
Urcete hodnost matice A = | N
5 -2 5 0

Reseni: Abychom uréili hodnost matice pomoci véty 9.9., prevadime ji vyse uvedenymi
upravami na ekvivalentni stupfiovou matici. Postupujeme pfitom nejcastéji tak, ze v prvnim
kroku vynulujeme prvni sloupec pod hlavni diagonalou. Je vyhodné zadanou matici upravit
nejprve na tvar, kdy prvek na misté a,, =£1. Toho dosdhneme vyménou fadkt nebo piiéte-
nim nasobku vhodného fadku k prvnimu fadku. Nulové prvky pak vytvaiime pfic¢itanim na-

sobkt prvniho fadku k dal§im fadkim.

1 5 -1 22.-D.(-2.(-5) (1 5 -1 2

4 2 1 1] 4 0 -18 5 -7
A= ~ T~

2 1 3 1 A 0o -9 5 =3

5 -2 5 0 J 0 =27 10 -10

Postup déle opakujeme pro druhy sloupec s tim, Ze prvni fadek ziistdva beze zmény a klico-

vym prvkem, pomoci néhoz nulujeme ostatni, je prvek a,,.

15 -1 2 15 -1 2 15 -1 2
0 -9 5 —3[(2.3) |0 -9 5 -3 0 -9 5 -1

“lo —18 5 -7 4 1o 0 -5 —1l¢D) o 0 -5 —1f
0 —27 10 —10 J 0 0 -5 1)1 1o 0o o o

Tedy hodnost matice A(A)=3.

Poznamka: Pomoci hodnosti matice je mozné rozhodnout o linearni zévislosti ¢i nezavislosti
vektorid. ZapiSeme-li k vektorti do fadkti matice, pak tyto vektory jsou linearn€ nezavislé, pra-
v¢ kdyZ hodnost této matice je k. Pokud hodnost matice je mensi nez K, jsou vektory linearné
zavislé.

I*ITnverzni matice

Definice 9.10.: Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Matice X, pro kterou plati A-X =1,

se nazyva inverzni matice k matici A .
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Poznamka: 1) Inverzni matici k matici A budeme znagit A",

2) Jestlize plati A-A™" =1, pak také A~ - A =1 . Z definice 9.10. je zfejmé, Ze matice A,
A", I, musi byt stejného typu.

3) Ctvercovou matici A fadu n nazveme regularni, pravé kdyz A(A) = n.

Z nasledujici véty vyplyva, ze inverzni matice (pokud existuje) je uréena jednoznacné.

Existence a jednoznacnost inverzni matice

Véta 9.11.: Ke Ctvercové matici A existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyZ matice A je

regularni. Matice A™' je pak uréena jednoznaéné.

Inverzni matici se nau¢ime urc¢ovat dvéma zpusoby.
Prvni z nich je zaloZen na ekvivalentnich Upravach matic A a l.
Postupujeme tak, ze napiseme vedle sebe matici A a jednotkovou matici | stejného rozméru.

Tuto ,,dvojmatici® (A |I) upravujeme pomoci ekvivalentnich uprav tak, aby na misté matice

A vznikla jednotkova matice. Napravo od ni pak automaticky vznikne matice A~ .

Metoda vychazi z toho, ze po vynasobeni systému (A | I) matici A~' dostaneme vztah
(A™"AJATD = (I]A™).
Stru¢né Ize tento postup zapsat takto: (A | I~...~(1 |A*l) :

Druhy zptsob urCovani inverznich matic (pomoci determinantd a adjungované matice) bude
popsan pozdgji.

Priklad 9.7.

2 1 0
Urcete inverzni matici k matici A={3 1 —-2]|.

4 4 6
Reseni:
2 1 0[1 0 0).(-3)/.(=2) (2 1 0|1 0 0)<
31 =20 1 0[2)d ~10 -1 —-4-3 2 0[(D/2)~
4 4 610 0 1 J 0 2 6|-2 0 1 A

2 0 -4-2 2 0)¢ (2 0 0[14 -6 -2):2
0 -1 —4-3 2 0] ¢ ~|0 -1 0[13 -6 -2[:(-])~
0 0 -2-8 4 1).(=2) (0 0 -2/-8 4 1 ):(-2)

1 0 007 -3 -1 7 -3 -1
~0 1 0-13 6 2 |. Inverzni matice A" =| —13 6 2 .
- _1 _n _1
00 14 -2 A 4 -2 A
Ulohy 9.2.
3 0 -1 -3 2 1 1 2 1
1. Jsou dény ¢tvercové matice A=|2 5 1|,B={6 5 4|, C=|2 2 1
7 -2 0 0 2 -4 0 -1 0

Vypoététe: a) B—A,b) A-3B+2C,c) (A+B)-(B-A)-2A.
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2. Vypoctéte soucin matic A.B, B.A, jestlize

4 1
0 31 5 1
3 -5 7 0 1
a) A= ,B=|-3 4 |,b)A=|1 2 4 0 |, B=
-2 9 4 -2 1
5 7 5 -7 10 -8
0 1
1 -2 1
3. Vypoctste X = (A +21).A, jestlize A=|2 0 —1/.
1 -3 1

-1 2 0 31 -

-5 2 3 4 -2 -

4. Vypoététe X=(A + B)’ - 31, jestlize A= {2 3 -1[,B=]0 -2 1

5. Vypottéte X=(2A-B)". A, je-li A= -1 0 -2|,B=|-2

-3 1 0 1 )

4 -2 3 0 4 _s
1

7
4

3

6. Uréete matici X, pro kterou plati 5X+2A =3X- A +3B, jestlize A=|5

0O O
B=|-1 2
3 2
7. Uréete hodnosti matic:
1 -1 1 3 4 =2 2 1 3 -1
2 3 2 1 3 1 3 -1 2 0
A: f B= y C= y
3 2 3 -1 2 0 4 -3 1 1
-1 1 4 -3 -1 3 4 7 -3
21 1 1 1 11 10
1 7 8 3 -5
1 3 1 1 01 1 1 1
2 -2 0 6
D=1 1 1 5|, E= ,F=(1 2 3 0 0],
5 3 8 15
1 1 4 1 01 2 3 0
4 1 5 12
1 2 3 4 0O 01 2 3
1 -1 2 0 0 1
6 -2 14 -4 14 O 1 -1 2 0 1
-3 0 0 5 2 1 0O -1 0 2 1
G= , H= .
8 3 5 6 22 2 0 0 1 -1 1
-5 -5 9 -5 -6 -1 1 o 1 1 2
1 -1 0 0 1 2

8. Rozhodnéte, pro které Cislo a ma matice A hodnost h(A) =3, A=| 1

1

-2
-5
1
-2
0

1



Matematika

0 1 05 1
I 0 2 2 5 7 3 1 =5 330
C=/2 -1 0|,Db=|6 3 4 |,E={2 -1 O |, F=|0 2 1|,
0 2 0 5 -2 -3 1 -2 1 1 3 1

2 -1 0 0
-3 2 0 O

G= :
31 -19 3 -4
-23 14 -2 3
Vysledky uloh 9.2.
-6 2 2 4 -2 =2 0 0 0
1.ay| 4 0 3 |,b)|-12 -6 -9/,¢)|0 0 0
-7 4 -4 7 -10 12 0 0 0
3 =5 7 2 10
53 29 o
2.a) A.B= 9 64 , BA=|-17 51 -5|,b) AB=|-4 7 |, B.A neexistuje .
1 38 63 0 O
32 —-16 12 -12
0 -9 6 10 9 -9
1 5 3 16
3X= 5 -1 -1,4X=6 4 -6| 5X= . 6.
7 =7 15 1
-2 11 7 -3 -3 1
17 -7 18 9
2 3
2 2
X=|-9 6 |7.n(A)=2, n(B)=4, h(C)=2, h(D)=4, W(E)=2, h(F)=5, h(G)=
3 3
9
h(H)=6.8. a#-.
4
o 1+ 1
2 4 1 -1 1
1 1 1
9.A7" =5 5|, B neexistuje,C'=| 0 0 3 ,D'=-38 41 -34 |
0 1 11 27 -29 24
2 4 8
2 1 0 0
-1 9 -5
L1 03 2 00
E"'=—1-2 8 -10 |, F neexistuje, G~ =
10 1 1 3 4
-3 7 -5
2 -1 2 3
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9.3 Determinanty

Uvahy k zavedeni pojmu determinantu

Necht’ je dano n pfirozenych ¢isel 1,2,...,n. Budeme-li ménit jejich pofadi, dostaneme tzv.
permutaci puvodni sestavy. Celkovy pocet permutaci dané n-prvkové mnoziny je n!

Pokud v libovolné permutaci vétsi prvek predchazi mensi, budeme mluvit o inverzi. Napf.
v permutaci (4,1,3,2) jsou celkem 4 inverze : (4,1), (4,3), (4,2) a (3,2). Bude-li pocet inverzi

sudy (lichy) fikdme, ze permutace je suda (lichd).

a, 4, .. a,
s i i , . ayy Ay e Gy |, . ,
Necht' je dana Ctvercova matice A =| .| Tadu n a libovolna permutace
anl an2 ann
(py> P25 p,) sloupcovych indexii 1,2,...,n. Utvorme dale soucin @,, -a,, -...-a,, 8 Vyna-

sobme ho ¢islem (—1)7, kde p je pocet inverzi v dané permutaci. Pro vS§echny mozné permu-

tace mnoziny 1,2,...,n je takovych soucini n!

Determinant

Definice 9.12.: Determinantem n-tého fadu &tvercové matice A fadu n rozumime ¢&islo

Z(—l)” ‘ay, Ay, -4, , kde(p,,p,,...,p,)je libovolnd permutace sloupcovych in-
(P1>P25 D)

dexu 1,2,...,n ap je pocet inverzi v této permutaci. Soucet se provadi pies vSech n! permutaci

mnoziny 1,2,...,n.

a
Determinant matice A = se znadi det A nebo |A|.

Hodnota determinantu 2. fadu
Dvojici sloupcovych indext (1,2) odpovidaji dvé permutace: (1,2), ktera je suda (nema zad-

nou inverzi) a (2,1), ktera je licha (ma jednu inverzi).

a, 4

Tedy detA=

=044y — A4,

ay Ay
Hodnota determinantu 3.Fadu
Trojici sloupcovych indexi (1,2,3) odpovida 6 permutaci : (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2), (1,3,2),
(2,1,3), (3,2,1). Prvni tfi jsou sudé, druhé tfi jsou liché.

a,,  d, dp
Tedy detA =la,, a,, ay|=a,,.0,,.05;+a,,.0y;.05, +a,5.05,.05, — A;,.0,5.05, —

a; 4z ds;
T ayp.0y,.033 — 4130545,
Poznamka: Uvedena pravidla pro vypocet hodnoty determinantl 2. a 3. fadu se nazyvaji
Sarrusova pravidla.
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Piiklad 9.8.
6 1 2
Vypoditejte hodnotu determinantu: a) _43‘, b) |0 3 -1).
6 1 2
ReSeni: a) 43‘ =2.(-3)-4.5=-6-20=-26,
6 1 2
b) 0 3 -1=632+0.1.2+6.1.(-1)-2.3.6-6.(-1).1-1.0.2=0.
6 1 2

Pro vypocet hodnoty determinantu 3. fadu mizeme pouzit nasledujici pomuicku: prvni dva
sloupce determinantu napiSeme vpravo od determinantu. Pak jednotlivé Cinitele soucind tvori
prvky lezici na hlavni diagondle a rovnobézné s ni (jsou oznacené plnymi Sipkami), od nich
pak odecitadme souciny prvki, lezicich na vedlejsi diagonale a rovnobézné s ni (jsou oznacené
carkovanymi Sipkami):

Y 5,’ 1,’
*3=632+1.(-1.6+2.0.1-23.6-6.(-1).1-1.0.2=0.

Vypocet hodnoty determinantu rozvojem

Véta 9.13. : Hodnota determinantu fadu n je realné ¢islo
detA=(-1)"-a,, - A, +D"-a, A, +..+(=D)"-q, -A

1n?

kde A,; je determinant fadu (n—1), ktery vznikne z pivodniho determinantu vynechénim 1.

radku a sloupce j.

Poznamka: 1) Uvedeny zplsob vyjadieni hodnoty determinantu nazyvame rozvoj podle prv-
ki prvniho fadku. Rozvoj lze provést analogicky podle libovolného jiného fadku nebo sloup-
ce. Je vhodné k rozvoji pouzit fadu, obsahujici co nejvice nulovych prvk.

2) Determinant A budeme nazyvat minorem determinantu det A ptisluSnym k prvku a, .

Hodnotu A, ==/ - A, nazveme algebraickym dopliikem prvku a, determinantu detA.

Piiklad 9.9.
2 0 2 -1
. ) 2 3 0 2
Vypocitejte hodnotu determinantu 3 1
-1 -2 0 -2

Reseni: Budeme nejprve postupovat piesné podle véty 9.12., tedy provedeme rozvoj podle
prvki prvniho fadku :

2 0 2 -1

30 2 2 0 2
203 0 20 "3 1 1 |+=D"03 1 1|+
303 1 2 0 -2 10 -2
1 -2 0 -2
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2 3 2 2 3 0
FCED2403 0 3 1 |+(=D™(=D3 3 1|=2-(-6+4)+2-(-12-3-12+
-1 -2 -2 -1 -2 0

+6+4+18)+1-(-3+4)=—4+2+1=-1
Vzhledem k tomu, Ze tieti sloupec determinantu obsahuje dva nulové prvky, je vSak vyhod-
né&jsi provadeét rozvoj podle prvka tietiho sloupce:

2 02]-1
2 3 2 2 0 -1
2 3(0]2 . i
=(=D"-2-03 3 1|+l 2 3 2|=2-(-12-3-
30 03(1]1
-1 -2 -2 -1 -2 -2
-1 -2/0]-2

—12+6+4+18)+1-(—12+4-3+8)=2-3=—1.

Vlastnosti determinanti

Pti vypoctu hodnoty determinantii vysSich fadii je mozné pouzivat nésledujici pravidla, ktera

vypocet zjednodusuji (napf. vytvofenim nulovych prvki na zvolenych mistech).

e Hodnota determinantu se nezméni, pieklopime-li jej kolem hlavni diagonaly.

e Vyménime-li dva po sobé¢ nasledujici fadky determinantu, hodnota determinantu zméni
znaménko.

o Je-li néktery fadek k-nasobkem jiného fadku, je hodnota determinantu rovna nule.

e Hodnota determinantu se nezméni, pticteme-li k nékterému fadku k-nasobek jiného radku.

e Ma-li determinant v nékterém fadku samé nuly, je jeho hodnota rovna nule.

e Nasobit determinant ¢islem k£ # 0 znamend nésobit timto ¢islem vSechny prvky jednoho
(libovolného) fadku nebo sloupce.

Vzhledem K prvnimu pravidlu je ziejmé, ze uvedené vlastnosti determinanti plati také pro
sloupce.

Priklad 9.10.

2 1 3 2
. . -1 0
Vypocitejte hodnotu determinantu ) -
31 2 -3

ReSeni: Pomoci vyse uvedenych vlastnosti upravime determinant na tvar, kdy v prvnim
sloupci budou tfi prvky nulové. Pak vypocitame hodnotu determinantu rozvojem podle prvki
prvniho sloupce. V§imnéte si Upravy, pfi které nadsobime ¢tvrty fadek dvojkou. V dal§im kro-

ku pak musime pted determinant psat y aby se jeho hodnota rovnala hodnoté ptiivodniho

determinantu.

2 1 3 20(=/(=3) 2 1 3 2 s e 3
4 -1 0 1] J 10 =3 =6 -3| 1 )
=—. =—.2.(-D7|2 -2 1]|=
0 2 -2 1 210 2 -2 1| 2
-1 -5 -1I2
301 2 -3.2 J 0 -1 -5 -12



Matematika

1 2 1
=1.(=3){2 =2 1 |=(=3)-(24-2-10-2+48+5)=-3-63=-189.
-1 -5 -12

Urceni inverzni matice pomoci determinanti
Druhy zptisob ur¢ovani inverzni matice popisuje véta 9.14.

Ur¢eni inverzni matice pomoci adjungované matice

Véta 9.14.: Necht A je regularni matice fadu n a A* matice vytvorena z algebraickych do-

plnka Af; prvkl a;, matice A. Pak inverzni matice A~" k matici A ma tvar

| | A:kl Af’; T
Aflz . Xk T: N
det A (A7) det A

A¥ A¥

nl nn

Matice (A*)"se nazyva adjungovana k matici A a znac¢ime ji adjA.

Piiklad 9.11.
1 2 1
Urcete inverzni matici k matici A=|—-2 2 -1 | pomoci adjungované matice.
I 0 1
ReSeni: Nejprve vypotitame determinant matice A :
1 2 1
detA=-2 2 -1=2-2-(2-4)=2. Matice A je tedy regularni (fadky nejsou linearné
1 0 1
zavislé), proto inverzni matice existuje.

r w7 v . r v *
Dale ur¢ime vSechny algebraické dopliiky A’ :

2 —1 -2 - -2 2
A* — _1 1+1 :2’ A* — _1 1+2 :1’ A* — _1 1+3 :_2’
11 ( ) 1 1 12 ( ) 1 1 13 ( ) 1 O
21 1 1 1 2
* + * " * "
A= 1‘=—2, AL= (17 1‘=0,A23=(—1)“1 0‘:2,
Lo L1 A2
AL= DM =AAL=(D _1‘=—1,A’§3=(—1)“_2 2‘=6.

Podle véty 9.14. ma pak inverzni matice tvar :
2 1 -2 (1 -1 -2

1 1
Al=—— (Y =Z|-2 0 2| =L o -1].
dea K= hoo-h
4 -1 6 -1 1 3
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I*IRe$eni maticovych rovnic

Rovnice, ve kterych je neznamou matice, se nazyvaji maticové rovnice. Pfi vyjadifovani hle-
dané matice pouzivame Gpravy rovnic, bézné pfi feSeni rovnic o jedné neznamé, ale je potieba
mit na paméti, ze ndsobeni matic neni komutativni operace, a Ze pro matice neni definovana
operace déleni. Misto déleni upravujeme maticové rovnice pomoci inverzni matice na zakladé
nasledujicich vét.

Véta o reSeni maticové rovnice

Véta 9.15.: a) Necht’ A je regularni matice fadu n, B libovolna matice typu n/p. Maticova
rovnice A-X =B ma pravé jedno feSeni X=A"-B.
b) Necht A je regularni matice fadu n, B libovolnd matice typu p/n. Maticova rovnice

X-A =B ma pravé jedno feSeni X=B- A",

Priklad 9.12.
Z danych maticovych rovnic vyjadfete matici X: @) A-X+2B=1,b) 2X-3B=X-B" +B.
ReSeni:a) A-X+2B=1
A-X=1I-2B /A" —» (= nasobeni zleva)
A" A X=A".-1-2B)
I-X=A"-I-2B)
X=A"-01-2B)
b) 2X-3B=X-B" +B
2X-X-B" =4B
X-2I-B")=4B /-2I-B'")"' <«—— (=nasobeni zprava)
X-2I-B")-2I-B")"' =4B-(2I-B")"'
X=4B-(2I-B")"

Priklad 9.13.

0o 2 -1
Reste maticovou rovnici 3X+2I=A" + AX,kde A=[-2 3 1
-1 3 0

Reseni: Nejprve vyjadiime z maticové rovnice neznamou matici X.
3X+2I=A" + AX
3X—-AX=A"-21
BI-AX=A"-21 /Q3I-A)"' —,
X=3I-A)"- (A" -2I)
Provedeme operace s maticemi:
0 -2 -1 1 0
AT-2I=|2 3 3|-20 1
-1 1 0 00
1 00 0 2 -1 3 -2 1
3I-A=30 1 0|-|-2 3 1
0 0 1 -1 3 0

- o O
Il
o |
— [\

—_ = I
[\

Loy |
[\] ek

I
[u—
IO
(98]
w |

[a—




Matematika

Jednim z uvedenych zptuisobi uréime inverzni matici k matici (31— A).

3 -3 -2
Je to matice BI-A)"'=|7 -8 -5].
6 -7 -4
3 -3 =2)(-2 -2 -1 -10 -11 -8
Tedy X={7 -8 -5 2 1 3 |=|-25 =27 -21]|.
6 -7 -4)\(-1 1 =2 -22 -23 -19
Ulohy 9.3.
1. Vypocitejte hodnotu determinantu pomoci Sarrusova pravidla:
8 3 3
_ 2 -3 4] |2 -1 8 5 4 2
2 4‘, )‘3 4‘,c) X e 7 6 slels 4 o 2 -1 _af
6 7 5 -6 —COSX SsInX 5 2
8 -9 10 1 -5 9 4 1 1
5 4 2

2. Vypocitejte hodnotu determinantu rozvojem podle dané fady:

1 2 1
a) [0 —3 4| rozvojem podle 2.fadku,
2 1 2
3 2 0 5
1 2 -1 4 ,
b) rozvojem podle 3.fadku.
2 -7 6 0
-8 0 8 9
3. Pfesvédcte se, ze pii rozvoji determinantu
2 1 0 -1
2 -1 1 3
4 0 1 2
0 2 -1 -4

podle 1. fadku a pak podle 1. sloupce dostaneme stejny vysledek.
4. Rozvojem podle fadku samych nul se pfesvédCte, Ze hodnota determinantu, jehoz néktera
fada obsahuje samé nuly, ma nulovou hodnotu:

-1 3 1
0 0 0.
4 -1 3

5. Vypodcitejte hodnotu determinantu (je mozné nejprve ho upravit tak, aby
v nékteré fad¢ byl co nejveétsi pocet nul) :

31111
10 3 0 111 1 1 7 5 4

12111
2 3 -1 1| (12 3 4| |-4 4 12 8
a) ) ,C) Al 13 1 1.
30 1 2’1 3 6 10 2 6 9 -2

11121
4 1 0 0| |1 4 10 20 3 17 3

11113
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6. Urcete inverzni matici k matici:

Lo 3 7 =5 1 0 3 3 -4°5
a)A:(4 5], b)) B={0 2 1 |,¢c)C=|2 -3 1|,dD=|2 -3 1| pomoci
1 2 -2 1 2 2 3 -5 1

adjungované matice.
7. Z danych maticovych rovnic vyjadrete matici X :

a) 3-(X+2A)=4-(X-B),b) 2-(A-X)=X-A" +1I,
C) 2A+AX-X=A"+2X,d) 2XA" -1+2X=XB - AB.

8. Reste maticovou rovnici:

0 -1 I -1
a) 2A-BX+3X=2X+B" +21, kdyz A:[2 },B:( j,

3 4 2
0 I -1 o 2 =2
b) AX+2X=X+B,kdyz A={-2 2 -2, B=-5 1 1|,
-2 0 0 -2 =2 4
-4 3 3 210 I -1 -1
c) A+BX=CX+3A, kdyz A:% -2 -1 =-7,B=|{0 2 1,C=|3 2 2
6 -3 1 2 01 I 2 2

Vysledky uloh 9.3.
1.a) —10, b) -38,¢c) 1, d) -60, e) —53, ) %_

2. ) 12, b) -553.
5.a) 54, b) 1, ¢) 2 880, d) 36.

s o 6 -4 -17 -8 6
es.a)pxlzl ,OB'=|-1 1 3 ,c)C’lzi -3 -1 51,
504 -1 13
2 -1 -6 7 -2 -3
-8 29 -11
dD'=|-5 18 -7
1 -3 1

7.3) X=6A+4B, b) X=(2A-1)-21+A")", ¢) X=(A-31)"-(A"-2A),
d) X=(1-AB)-(2A" +21-B)".

1
1(1 -2

8.2) X=— b) X=[-1 1
216 12 .

)

~

>

Il

|
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9.4 ResSeni soustav linearnich rovnic

Soustava linearnich rovnic

Definice 9.16.: Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych x,,x,,...,x, rozumime soustavu

ax, + a,x, + .. + a,x, = b
a, X, + apx, + .. + a,x, = Db,

. ]
a,x, + a,x, + .. + a,x = b,

Kde a;.b, eR. Cisla a, nazyvame koeficienty soustavy, Cisla b, absolutni ¢leny. Uvedenou

soustavu budeme znacit S(m,n).

Poznamka: Resenim soustavy S(m,n) rozumime kazdy vektor ( x,,x,....,x, ), ktery vyhovuje

v§em rovnicim soustavy.

a;; 4y . 4y, a4y . 4y, bl\
.. a a .. a ., .. a a . a, b
Maticia=| ' % > Inazveme matici soustavy, maticiA , = ' % mel
aml amZ amn aml am2 amn bm )

nazveme rozsifenou matici soustavy.

ReSitelnost soustavy linearnich rovnic

Véta o resitelnosti soustavy linearnich rovnic

Véta 9.17. (Frobeniova) : Soustava linearnich rovnic S(m,n) ma feseni pravé tehdy, kdyz
matice soustavy a rozsifena matice soustavy maji stejnou hodnost.

Pocet FeSeni soustavy linearnich rovnic

Véta 9.18.: Necht soustava linearnich rovnic S(m,n) ma feseni, h je hodnost matice soustavy
a n poc¢et neznamych. Pak

a) jestlize h = n, ma soustava prave jedno feSeni.

b) jestlize h < n, ma soustava nekoneéné mnoho feSeni zavislych na n—h parametrech.

Poznamka: 1) V pfipadé, Ze soustava S(m,n) ma nekone¢né mnoho feseni zavislych na n—h
parametrech, mizeme za téchto n—h neznamych volit libovolna realna ¢isla. Hodnoty ostat-
nich h neznamych (bazickych) jsou pak uréeny jednozna¢né pomoci n—h parametrd.

2) Vztah vyjadiujici (pomoci parametril) vSechna feSeni soustavy se nazyva obecné reSeni
soustavy. Dosadime-li za parametry konkrétni redlna cCisla, dostaneme jedno teSeni, které
nazyvame partikularni FeSeni soustavy.
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Uvedené vysledky Ize shrnout do nasledujiciho schématu:

Soustava inearnich rowic o »

neznamych
I 1
e
BOA) = h(AL) h(A) = h(Ag)
soustava ma fedend soustava nema fesent
¥
|
| | 1
-
hAY =n f(Ad) <n
C e v v s soustava ma nekonecné
soustava ma prave jedno fedeni L
mnoho fedend zavislych na

- k(A parametrech

Metody ieSeni soustav linearnich rovnic

Dv¢ soustavy linearnich rovnic se stejnym poctem nezndmych, které maji mnoziny vSech te-
Seni sobé& rovné, se nazyvaji ekvivalentni. Upravy, jimiZz se neméni mnoZina feSeni soustavy,
nazyvame ekvivalentni Gpravy soustavy linearnich rovnic. NejdileZitéjsi z nich jsou :

e vyména potadi rovnic,

e nasobeni libovolné rovnice nenulovym realnym ¢islem K,

e pficteni k-nasobku nékteré rovnice k jiné rovnici.

Dvé soustavy linearnich rovnic S,(m,n), S,(m,n), z nichz jedna vznikne z druhé pouzitim
uvedenych ekvivalentnich Uprav soustav, jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jejich odpovida-
jici roz8ifené matice jsou ekvivalentni.

Gaussova eliminacni metoda

Ekvivalentnim upravam soustavy odpovidaji ptislusné Gpravy jeji rozsifené matice. Soustavu
proto miZeme fesit tak, Ze jeji rozSifenou matici pfevedeme na stupiiovy tvar. Této matici
odpovida soustava, ekvivalentni s danou soustavou, kterd ma tvar, ze kterého zpétnym dosa-
zovanim ur¢ime feSeni zadané soustavy. Uvedeny postup se nazyva Gaussova eliminacni me-
toda. Pomoci ziskané stupniové matice miizeme navic rozhodnout o feSitelnosti soustavy na
zaklad¢ Frobeniovy véty.

Priklad 9.14.

x, +2x, +3x; -2x, = 6
. ., ) 2x, - x, —-2x; -3x, = 8
Reste soustavu linearnich rovnic: a) ,

3x, +2x, - x; +2x, = 4

2x, —-3x, +2x; + x, = -8

-2x, + x, +3x, = -3

3x, - 2x, - x; -2x, = 5

b)

Il
|
O

2x, - 3x, —5x; —25x,
4x, +3x, - x; + x, = 15
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ReSeni: a) Z koeficientll soustavy vytvofime rozSifenou matici soustavy a tu pak pomoci
ekvivalentnich Uprav pfevedeme na stupniovy tvar:

1 2 3 =2/6)\(2/(=3 (1 2 3 -2/6

2 -1 -2 -3/8 | 4 0 =5 -8 1|-4|(4)/.(7)
32 -1 214 J [0 -4 —10 8 |-14 |54
2 -3 2 1]-8) 4 0 -7 -4 51]-20 (5)
1 2 3 =26 1 2 3 -2/6
0 -5 -8 1|-4 0 -5 -8 1|-4

~

0 0 —18 361-54[.(2) |0 0 —18 36|54
0 0 36 18-72)4 (0 0 0 90[-180

Vzhledem k tomu, ze h(A) =4 = h(A ), ma podle Frobeniovy véty soustava feseni.
Navic plati #(A) =4 =n, tedy soustava ma prave jedno feSeni. Ziskame ho zpétnym dosazo-

vanim ze soustavy, odpovidajici stupiiové matici:

x, +2x, +3x; -2x, = 6
-5x, —-8x; +x, = -4
—18x; +36x, = -54

9x, = -180

Postupujeme tak, ze nejprve z posledni rovnice vyjadiime nezndmou x,, potom pomoci ni

z pedposledni rovnice vyjadiime neznamou x, atd.

— —18x, +36.(-2) =-54
Tedy x4=1—80=—2, %3 2) ,
90 X, =1
—5x, —8.(=1)=2=—4 x, +2.2)+3.(=1)=2.(-2) =6
X, =2 x, =1

Reseni budeme zapisovat ve tvaru vektoru (1,2,—1,—2).

b) PiepiSeme soustavu do matice a pfi¢tenim druhého fadku k prvnimu ziskdme na klicovém

misté a,, jednotkovy prvek:

201 0 33 (1 =1 1 12324
3 -2 1 —2/50(Mm [3 =2 1 —2|5]|u

2 -3 -5 —25-9| |2 -3 -5 —25]-9 J -
4 3 -1 1|15 4 3 -1 1|15 N
1 -1 1 1 ]2 1 -1 1 112

0 1 -2 —5|-1|.M/(=7) |0 1 -2 —5]|-1

0 -1 -7 —27-13| 4 1o 0 -9 —32/-14

0 7 -5 —3| 7 O 0 o — 32..1..14..

Protoze h(A) =3 = h(A,), ma soustava podle Frobeniovy véty feseni.
Vzhledem k tomu, ze 4(A)=3 % n =4, ma soustava nekonecné¢ mnoho feseni, zavislych na
n—h(A)=1 parametru. Jednu neznamou volime za parametr a ostatni neznamé vyjadiime

pomoci tohoto parametru zpétnym dosazovanim ze soustavy, odpovidajici stupiiové matici.



Kapitola 9 Linearni algebra 21

X - x, + x3 + x, = 2
Je to matice x, — 2x;, — 5x, = -1.
- 9, - 32x, = -14

Zvolme za parametr t neznamou x,. V nasi uloze mame moznost zvolit za parametr i nezna-

mou x,, byva ale zvykem (je-li to mozné) volit za parametr nezndmou s nejvyssim indexem.

Jetedy x, =¢, —9x,-32t=-14 x2_2.14_32t_5t=_1

x, = 14732 19 -19¢

9 X, = 9 >
19-19¢ 14-32¢
X, — + +t=2
9 9
23 +4¢
X, = )
9

Reseni zapiSeme ve tvaru [23;‘” , 19 _919t , 14 _932t , tj, kde r eR.

Jde o tzv. obecné feSeni soustavy. Zvolime-li za parametr t uréité realné Cislo, napt. 1 =1,
dostaneme partikularni feseni (3,0,—2,1).

I*1Jordanova metoda tiplné eliminace
Tato metoda spociva v upravé rozsifené matice soustavy na jednotkovou matici. Ve sloupci
na pravé stran¢ pak dostavame piimo hodnoty neznamych.

Piiklad 9.15.

Jordanovou metodou Uplné eliminace feste soustavu linearnich rovnic: a)
X, -2x;, = -5 3x, —-2x, + 2x; + x, =

2x, +x, +x, = 7,b)2x - x, + x; +3x, = 3.

-x, +2x, +2x;, = 9 3x, - 3x, +3x, =

Reseni : Pti upravé rozsifené matice soustavy postupujeme tak, ze nejprve za klicovy prvek
volime a,,, ve druhém kroku a,, a ve tfetim a,,. Pomoci téchto Cisel pak nulujeme ostatni

prvky v ptislusném sloupci.

1 0 =2]-5\.(-2/.() (1 0 -2]|-5
2 01 1] 7] 4 ~l0 1 5 |17 |(-2)~
-1 2 2|9 4 (o2 o0o]4) 4

1 0 -2|-5 < 1 0 01

01 5 1[17] 9 ~l0 1 02

00 1 |3)(5/.2 00 1]3

Podle Frobeniovy véty ma soustava feSeni, nebot’ #7(A) =3 =h(A;).
Navic plati 4(A) =3 =n, tedy soustava ma prave jedno feSeni. Ziskdme ho pfimo z vysledné
roz§ifené matice soustavy: x;, =L x, =2,x, =3.

Tedy obecné feSeni dané soustavy ma tvar (1,2,3).
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3 -2 2 1]0).(=2)/.(=) (3 -2 2 1]0 4
b)[2 -1 1 3|3[03)4 ~lo 1 -1 7]9\.Mm/.Q)~

3 -3 0 3|1 J o -1 -2 2]1)4

30 0 15]18 30 0 15]18:(3 [1 00 5] 6
- _ o - 17123 ~ 17

0 1 =1 7[9[F)~[0 =3 0 —12|-17[:(-3)~|0 1 0 4 7% |

00 -3 910 000 =3 9 [10):(3) |00 1 -3/-10

Podle Frobeniovy vEéty ma soustava feSeni, nebot” #(A) =3 =h(A;).

Plati #(A) =3 = n =4, tedy soustava ma nekone¢n¢ mnoho teSeni, zavislych na n—h(A) =1

parametru.

Zvolime-li za parametr t neznamou x,, dostaneme ostatni neznamé ptimo ze stupfiové ma-
. 17 10

tice: x, =6-5t,x, = ?—4t,x3 = —?+3t,x4 =1

Tedy obecné feSeni dana soustavy je (6 —5¢, % —4¢,— 1?0 +31,1).

I*1Cramerovy vzorce

Jde o metodu zaloZenou na pouziti determinantid. Jeji vyznam spociva v moznosti explicitné
vyjadtit vzorcem fesSeni soustavy pomoci prvki rozsifené matice soustavy (bude vyuzito napf.
u metody nejmensich ¢tvercl nebo pii feseni diferencialnich rovnic vyssich fad). Omezenim
vSak je pracnost vypoctu determinanti vySSich fadi a také podminka rovnosti poctu rovnic
a poctu nezndmych.

Véta o feSeni soustavy pomoci Cramerovych vzorcu

a, .. q

n

Véta 9.19. : Méjme soustavu n linedrnich rovnic o N neznamych a 0znacme D =

a a

nl nn

determinant matice této soustavy. Necht' D # 0. Pak soustava ma prave jedno feseni, dané
. . D . . oy .
Cramerovymi vzorci @ x, = 3", kde D, (pro k£ =12,...,n) jsou determinanty fadu n, které

dostaneme z determinantu D nahrazenim jeho k-tého sloupce sloupcem absolutnich ¢lend
(b,,b,,....b,).

Priklad 9.16.
Pomoci Cramerovych vzorct feste soustavu linedrnich rovnic

2x-3y+z=0
x+2y—-z=3
2x+y+z=12
2 -3 1
Reseni: Determinant D=1 2 —1=4+6+1-4+3+2=12%0, tedy soustava ma pravé
2 1 1
jedno feseni.
0 -3 1 2 0 1 2 -3 0

Daleje D, =|3 2 -1=24,D,=[1 3 =-1=36,D,=[1 2 3|=60.
2 1 1 2 12 1 2 1 12
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Jednotlivé nezname urc¢ime pomoci Cramerovych vzorct
D1_24_2 Dzzﬁ—g, D3:@_5

—_ , = = , —_ —

p 12 "' Dp 12" D 12
Tedy obecné feSeni zadané soustavy ma tvar (2,3,5).

Poznamka: Cramerovymi vzorci je mozné feSit i soustavy S(m,n), které maji nekonecné
mnoho feSeni, zavislych na n—h parametrech. Postupujeme tak, Ze z determinantu D vybe-
reme nenulovy determinant fadu h. Touto volbou determinantu soustavy soucasné volime h

bazickych neznamych a n —h parametrti.

Reseni soustav homogennich linearnich rovnic
Homogenni a nehomogenni soustava linearnich rovnic

Definice 9.20.: Soustava linearnich rovnic S(m,n) se nazyva homogenni, jestlize plati
b =..=b,=0.
Je-li pro alespoii jedno i =1,...,m, b, # 0, nazyva se soustava nehomogenni.

Pocet FeSeni homogenni soustavy linearnich rovnic

Véta 9.21.: Homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy feSeni.

Je-li h hodnost matice soustavy a n poéet neznamych, pak :

a) jestlize h=n, ma homogenni soustava jediné feSeni x = (0,...,0). Toto feSeni nazyvame
trivialni feSeni.

b) jestlize & < n, ma soustava nekoneéné mnoho feSeni zavislych na n—h parametrech.

Priklad 9.17.

2x, +x, —-x; +2x, -3x; = 0
- , X, —2x; +x; -x, +x; =0
Reste homogenni soustavu .

2x, —=5x, +x; —-2x, +2x; = 0

3x, -2x, -x; +x, —-2x; = 0

Reseni : V rozsifené matici soustavy vymeénime prvni a druhy radek.

1 =2 1 =1 1 0W=2/(3) (1 =2 1 -1 1 0
2 1 -1 2 -3 0| u 0 5 -3 4 -5 0
2 -5 1 -2 2 0] 4 “lo 1 21 0 o of¥
3 -2 -1 1 -2 0 J 0 4 -4 4 50

1 =2 1 -1 1 0 1 =2 1 -1 1 0
01 1 0 0 0L(5/(4 |01 1 0 0 0
0 5 -3 4 -5 0] 1o 0 -8 4 -5 0f
0 4 -4 4 -5 0 BT Bt S B

Vzhledem k tomu, ze /#(A) =3 =h(A ), ma podle Frobeniovy véty soustava feseni.
Protoze h(A)=3a n=35, ma soustava nekonecné¢ mnoho teseni, zavislych na n—h(A)=2
parametrech.
Zvolime-li naptiklad x, = u,x; =v, kde u,v € R, dostaneme z ekvivalentni soustavy:
x, —2x, +x; -x, +x; =0
X, + X, =0

-8x; +4x, —-5x; = 0
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4 5 1 5 1 5 1

X5 :§x4 —gxs :Eu—g\/, X, = —X; :—5u+§v, X, :2x2 — X, +x4 — X5 2—5u+§v.

YT 1 1 5 1 5

ReSeni ma tvar (——u+—v,——u+=v,—u——v,u,v), kde u,veR.

2 8 2 8 2

Ulohy 9.4. :

1. Reste soustavu linearnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:
X+2y+3z+4u=-2 X+2y+z— u =1

X, +X, —2X, = 4

2X+3y+4z+ u= 2 2X+3y— z+2u =3

a) X + X;=2,b) , C ,
X+4y+ z24+2u=-2 “4X+T7y+ 2 =5

2X; — X, +3X; =2
A4X+ y+2z+3u= 2 SX+7y—-4z+7u=8

X+2y+3z—u= 0
3X-5y+z=2 2X—-3y+4z— w =
X+95y+5z—-4u=-4

1
d) ,e) 2x-3z =1,f) 2x-3y+2z+3w = 2,

X— Y+ z+2u= 4
7X+2y—-2=6  2x-3y+2z-1lw=-4
X+8y+7z—7u= 6

X+ y+2z—u= 6
TX— 9y+2z+4w=5

3X— 6y+ z— Sw=2
8x—-1ly—-2z+ w=6"
2X— 4y+52-2w=9

X+2y— 2+ u=-5
9) h) 2x— y+ z+ u= 3.
—X+ y+ z+2u=-4
X +2z+3u=-1
2. Reste soustavu linearnich rovnic Jordanovou metodou tiplné eliminace:
X+ X4+ X+ X, =2 3X, + X, — X3+2%X, =0
2%, +3X, +2X; +4Xx, =8 X, +2X,+ X;— X, =0
2%, +2X, + Xg=3%x, =1 2% — X, +2X;+ X, =0

X, + X, + X3 — X, =0 X +3X, + X;+3%x, =0
X, —2X, — X3 —3X, — 2X; =—42
3X, +2%;, = 34 X, — X+ X3=2
C) 8X, +7X, +6X; +5x, + 4, = 100 ,d) 2x, —3x,+ 4%, =4,
2X,+ Xs = 20 X —X; =2
X, +3X;+ X, + X, = 28
X + X, - 3X, —X%X =0 2X; —3X, =2X; +X, =3
X;— X, +2X;— X, =0 Xp— X, — X3 —X, =2
? 4X, —2X, + 6%, +3X, — 4%, =0 N X, —2X, — X5 +2X, =1
2X, +4X, —2X; +4X, = 7%, =0 2X, +2X%, +X,=1

3. Pomoci Cramerovych vzorct feSte soustavu linearnich rovnic:

X, +2X, —X3—2X,=-2
X +y+3z=7 2X, —3X, +X; = 0

a) x—3y+2z=5,b) X, +2, —%X,= 3,¢)
X +y +2=3 2X, +X, + X, =12

2%, +X, +X; +X,= 8
X, =X, —Xg +X,= 1’
X, +2X, +2X; =X, = 4
X+2y -z +u=9
d) X —y+2Z —u= 2.
-X+y +z-2u=-5

2X—-Yy —Z +u= 2
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2x, =x, +x; +x,=1
4. Urcete k tak, aby soustava rovnic x, +2x, —x, +4x, =2 mélafeSeni.
X, +7x, —4x, +11x, =k
Vysledky uloh 9.4.
1.2)(0,8,2), b)(1L-11-1),¢c)(3+5p~7¢, —1-3p+4q, p,q), p € R, g € R, d) soustava nema
11 2 3 2 5 3
feSeni, e) | —, —, — |, ,— D, —, — |, g soustava nema feSeni, h) (1,-1, 2, —2).
)(13 1313Jf)(p3p14 7jg) ) ( )
2.(1,2,-2,1),b)(0,0,0,0),c) (0,2,4,6,8),d) (t+2,2t,1),e) (7t—s,5t+s,s, 2t, 6t), f)
[E+t,1+6t,—l—7t, Zt)
2 2

3.a) (1,0,2),b) (2,3,5),¢) (1,2,1,3),d) (2,3,4,5). 4. k=5.

Shrnuti kapitoly

Pojem vektoru a vektorového prostoru.

V linearni algebie definujeme vektor jako usporadanou n-tici redlnych cisel. Vektory jsou
prvky vektorového prostoru. Vektorovy prostor je mnozina vektort, pro které jsou definova-
ny operace s¢itani a nasobeni ¢islem.

Linearni zavislost a nezavislost vektoru.

Mnozina vektorti se nazyva linedrné nezavisla, jestlize zadny z nich neni linearni kombinaci
ostatnich vektora.

Baze vektorového prostoru je mnozina vektorti z vektorového prostoru, které jsou linearné
nezavislé a kazdy dalsi vektor z vektorového prostoru lze vyjadfit jako linearni kombinaci
vektori této mnoziny.

Matice a operace s maticemi.

Matici typu m/n nazyvame m.n ¢isel, uspotadanych do m fadka a n sloupct. Vyznamné jsou
predev§im matice Ctvercové, jednotkové, stupniové a inverzni. Pro matice jsou definovany
operace sCitdni a od¢itani, nasobeni matice ¢islem a ndsobeni matic. Neni vSak definovana
operace déleni matic.

Dulezitou charakteristikou matice je jeji hodnost. Je definovana jako maximalni pocet linear-
né nezavislych tadkil (nebo sloupcli) matice.

Determinant a vypocet jeho hodnoty.

Kazdé ctvercové matici A mizZzeme pfiradit ¢islo, které nazyvame determinant. Znac¢ime ho

symbolem det A nebo |A| Hodnotu determinantti 2. a 3. fadu pocitame Sarrusovym pravi-

dlem, hodnotu determinant vysSich fadi pocitdme rozvojem. Pfi vypoctu determinantu je
mozné vyuzivat vlastnosti determinantu.

Soustava linearnich rovnic a metody jejiho FeSeni.

O fesitelnosti soustavy je mozné rozhodnout pomoci Frobeniovy véty porovnanim hodnosti
matice soustavy a roz§ifené matice soustavy. Soustava linearnich rovnic mize mit jedno,
zadné nebo nekonecné¢ mnoho feSeni. V praxi soustavy nejcastéji feSime Gaussovou elimi-
nacni metodou, pii které rozsifenou matici soustavy pifevadime pomoci ekvivalentnich tiprav
na stupiiovy tvar. Kromé této metody je mozné pouzit Jordanovu metodu Uplné eliminace
nebo Cramerovy vzorce.
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Kli¢ové pojmy

e algebraicky vektor,

e vektorovy prostor,

e zavislost a nezavislost vektoru,
e matice,

e hodnost matice,

e determinant,

e soustava linearnich rovnic.

Samostatny test

A. Teoreticka cast

1. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni :

a) Jestlize plati b =—3a, jsou vektory a, b linearn zavislé.

b) Vektor € = (LL,,.....]) nazyvame nulovym vektorem.

C) Muzeme nasobit jakékoli dvé matice obdélnikového typu m/n, m = n .

d) Hodnost matice je rovna nebo mensi nez je pocet fadk matice.

e) Inverzni matice existuje ke kazdé ¢tvercové matici.

f) Je-li nektery fadek k -nasobkem jiného fadku, je hodnota determinantu rovna 0.
g) Homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy aspon trivialni feseni.

2. Souvisi pojem regularni matice A a hodnota detA? Pokud ano, jak?

2 4
3. Matice A =[ : 2) je: @) regularni, b) neni regularni, c) ¢tvercova, d) jednotkova,

e) inverzni k jednotkové matici.
1 -2 3 -2 1 2

4. Jsou dany determinanty: -2 1 2fa|1l —2 3|.Urcete, ¢im se lisi jejich hodnota.
3 2 1 32 1

B. Prakticka ¢ast
1. Jsou dany vektory: a=(2,2,-1) a b= (=3,0,4). Vypotitejte: a) 3a + 2b,b)a-b.
2. Zjistéte, zda jsou vektory linearné zavislé nebo nezavislé:
a)a=(3,0,1b=(-1,1,0),¢=(1,1,1),

b) a=(0,1,1,b=(0,2,0),¢=(0,0,-1).

1

1
3. Jsou dany matice A =
0 2

1 0
jaB:( . J.UréetematiciM=A2+2AB+B2.

4. Urcete hodnost matice:

301 -2 1
2 4 6 -8 0
2 4 2 2
aA=3 7 -2 -1 5| hbB= .
7 -3 -5 -1

10 22 8 -18 10
3 1 1 1
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(pokud existuje).

S = O
- o O

1
5. Urcete inverzni matici k matici A =] 1
0

6. Urcéete hodnotu determinantu:

32 3 1
o2 2 6 2 2
a2 1 0/ b .
0 1 -3 -1
10 -1
50 4 1

7. ResSte maticovou rovnici:

1 2 4
a)AX=B+A,kdeA:@ 2]aB=[ j

1 2 10 1
b) XA+B=2I,kde A=|-1 0 2 |aB=|5

I -1 -1 3
8. Reste soustavu linearnich rovnic:

X, +2x,+x,+2x, =3 X, =5x,+ x;=5

X +x, +x;+x, =-3

2x+ x,+x,+ x, =4 2x,— x, +3x;, =2 :
a) 1 2 3 4 b) 1 2 3 ¢) x, —x Cx ——4
—x, +2x, X, + x, =0 X+ x,— x,=0' b ! 5'

X, =X, +Xx, =
X, +x;+2x, =3 2x, +2x, +3x;, =3 2o
2 3 4 1 2 3



